
ОБЪ 'ОДНОМЪ CllOCOBIi 

НЪКОТОРЫХЪ СИСТЕМЪ 

Д Й Ф Ф Е Р Е Н Щ А Л Ь Н Ы Х Ъ УРАВНЕНИЙ 

Д. Н . З е й л и г е р а . 

К А З А Н Ь , 
Типо-литограф1я И мпе р а т о р с ка г о университета. 

'1 ** ** <У. 

П 0 Ш Е Н 1 Я О Б Щ И Х Ъ ИНТЕГРАЛОВЪ 



П л а т а н о но. определение Фиаич-оиттемитичоскаго Лакультота-
И М Л В Р А Т О Р С К Л Г О Кааацикщч, Улиинрситета. ф а к у л ы о г а 

Декант, Цуйяш. 



I. 
§ I. Пусть u0 («==1, .2, 3, . . n)—3n функщй не

зависимого перемённаго t, удовлетворяющихъ к условными 
уравнешямъ: 

1) Л - о, П=о, • • - о, (3»—и - / *>о ) 
въ которыя можетъ входить и переменное £. Положит для 
краткости: 

du£ , dvf , dw£ 

и разсмотрим'ь 3w уравнеи1й: 

d 

3) 

' dt 

( 

' dt 

т,-

гд-Ь W j , w 3 ) . . . № л:—w данныхъ постоянных^ количество,, Lir 

Ми 2st—Ъп данныхъ функщй отт> t, всЬхъ и, v ж w ж про-
изводныхъ и', v', w1; \ , Ад—h неизв'Ьстныхъ фушсщк 
отъ гЬхъ же величина.. 
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Зп+к уравнешй 1) и 3) совершенно достаточно для 
опред'вдешя Зп+к неизвестных! функщй и, v, w и л. Легко 
видеть, что при данныхъ начальных'! значешяхъ величинъ 
t, и, v, w, и', v', w1 получится лишь одна система искомыхъ 
величинъ. Следовательно, при гЪхъ же услов!яхъ будетъ един
ственной система 

оЦ. = и'; dt, dv; = v't dt, dwt = w\: dt, 

которая въ силу 1) должна удовлетворять к уравнешямъ: 

Назовем! теперь варглтями безконечно-малыя изм'Ьне-
шя (сЦ.-, Sv£, d'Wj) величинъ ut, v., w*, онредазляемьтя к урав-
нешями: 

и будемъ говорить, что данная оистема варшцй допускается 
условными уравнешями, если она обр!щаётъ уравнения 5) въ 
тожества. Такъ какъ Вп вархящй определяются лишь к урав
нешями 5), то въ силу неравенства 

3ii — к — / i > о 

заключаемъ, что условныя уравнения 1) донускаютъ множе
ство системъ вар1ящй, между которыми лишь jn независимых! 
между собой. Сопоставляя уравнешя 4) съ б), приходим;!, 
къ выводу, что система Ли, dv и dw совпадетъ съ одной изъ 
этихъ системъ дщ dv, Sw лишь въ случае, 

6) | | = о (8 = 1, 2,...к), 

т. е., если t не входитъ въ условныя уравнешя. 
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Благодаря опред4летю 5) вар1япШ, можно систему урав
нешй 3) заменить одной формулой. 

Умножимъ ихъ для этого на S%t> Svt и Swi соответ
ственно, сложимъ произведешь и возьмемъ сумму по г. Тогда 
въ силу 5) найдемъ: 

Обратно, исходя изъ этой формулы и обращая внимаше 
на опред'Ьлен1е б) величинъ ди, 6v, 6wt можно придти въ 
системе 3). Такимъ образомъ последняя система и формула 
А) равнозначущи. 

Формулу А) будем! называть основной. 
§ II. Пусть А-, В}, С; — 3?г функщй отъ t, и, v, w, 

и\ v' и w'. • Долустимъ, что эти функцш обращают! въ то
жества уравнешя: 

') f w< щ + в 4 - °S) = »• ь 3> - ч 
•Система 

8) ди. = А;т, Av; = Bf, dw£ = Otr, 

где т — безконечно-малая величина, въ силу 5) и 7) допу
скается условными уравнешями. Величины А, В и С назо
вем! коэффищентами системы Bapianif 8) 

Внеся зиачешя 8) въ А), найдемъ, отбросив! общдй 
множитель г: 1 

1* 
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Определим! величины Ai} Bt и Gt тавъ, чтобы 1° one 
зависели лишь отъ t, и£, v0 wi} и'г, v\ и м'г соответственно, 
и 2°, чтобы множитель прикаждомъ mt въ левой части урав
нешя А!) обратился въ производную по t отъ некоторой фуик-
цш <pt. Это определете и составитъ задачу настоящей 
статьи. 

Допуская, что оно выполнено и полагая: 
В) 2тг <pt — F, 

найдемъ, вместо Л'): 

С) ^ = я ( ^ + в д + е д ) . 

§ III. Изъ постановки задачи следуетъ: 

9 ) Л ± ( < \ + B f L / t i 
п d ( w'j \dg>t 

'dtKu^ + vS+w/J dt 

Левая часть содержитъ, по предположение, лишь t, %, vit 

wi} v'i} w'£ и вторыя производния: 

Следовательно, функщя <pt должна содержать лишь t, % 
V;, w0 u'j v\ и Обращая внимаше на это и раскрывая 
уравнеше 9), получимъ: 

1\\ -^и"+•B'v" + Gi0" — 2 ( ш ' w > + w w > ) (Аи'+Bv' + См") „ 
Ma-i-fl2-+-wa (% a+v 2-*-w 2) 2 

=f + $ v + 
от <w <ж> aw ov ow 

где значекъ i опущенъ. Отсюда выводимъ: 

D) A=W + v*+w*) д£, B=(u*+v>+w>) 

0=ф 2+*г'-м<; 2) 



— 5 — 

Внеся эти значешя въ 11), найдемъ для опредйлешя ор 
уравнеше: 

' at- ди dv ого 

+ и^+^+го2 \dtt' dv- дго1 ) ' 

янтегрировашемъ котораго мы и займемся. 
§ I"V". Уравнеше Е) эквивалентно системе: 

„ dt _ du dv дм . (u^ + v^ + w^du! •• 
' 1 и' v' го' 2и'(uw'+vv+ww') 

(u2 + vs+w*)dv' , (и* а-у* +гоа)сШ 
2v'(uu' + vv' + w ' ) 2w'(uu'+vv' +w') 

Нужно найти 6 независимыхъ интеграловъ этой системы 

гд'Ь at , . . аЙ—произвольный постоянныя, Искомая функция 
(р будемъ произвольной функцией отъ \pv 

Замечая, что равенство второй, третьей и четвертой изъ 
дробей, входящихъ въ F), влечетъ за собой равенство, каж
дой изъ нихъ дроби: 

2(udu+vdv +wdw) d(ii'J + у* + w*) 
2 (ш ' - ьм / + « ' ) ' • ~~ 2 (uu' + vv'+ww')' 

найдемъ изъ F): 

du' __ dv1 __ dw' d^ + v'^+w2) 

откуда 

и' V1 W' « 2 - b » 4 4 t f " 

12) u^G^u'+v'+w2), V'=:G,(U2+V2+W% 
w' = Gs (u2 •+•v9 •+• w2), 

гдгЬ Cj, C3 и C3—произвольныя постоянныя. Внеся эти зна-
•чешя въ первыя три уравнешя F), получимъ: 



1 D > du dv dw ,,, 2 О udu+vdv+wdw 

Gtdu + G2dv 4- C3 йго 

откуда прежде всего сл/вдуетъ: 

14) 

О 

G 
1 2 3 . 

W=0?+et

S+l%i (Giu + G*v + G * w ) + Gc,> 

где С4, Gu и С6—произвольныя постоянныя. ДахЬе последнее 
изъ ур-ш 13) даетъ: 

'•••'••<•:+'; 

гд'Ь С7—означаете произвольное постоянное, вещественное въ 
силу тожества: 

(С, 9 .+: G2

2 + С 3

2) (ад2 + v2+w2) — {Ctu + Guv+G,w)2 = 
={Caw—Oav)2 4- (Ptvr-Gxw)2

 4- (G.v—G^i)2. 

Вставляя наконедъ значеше 15) суммы (и2+v2+го2) въ. 
ypaBHeHie 13): 

получимъ: 
^— G^du+G^dv + G^w 

(С,и + Cav+С»2 + С,Щ3 + <73

24-С,а) ' 
откуда 
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16) t- 1 
arc tang 

с7ус1+с,2+с% 
гдг1з C8—'новое произвольное постоянное. 

Уравнешя 12), 14), 15) и 16) представляюсь восемь ин
тегралов! системы F. Между ними лишь 6 независимых!, 
какъ и следовало ожидать. Въ самомъ дЬл'Ь, умноживъ урав
нешя 14) на Сг

2 и С3 соответственно и сложивъ резуль
таты, получимъ: 

Возвысивъ т'Ь же уравнешя въ квадратъ и сложивъ ре
зультаты, найдемъ на оенованш уравнешй 15) и 17. 

Итак! между 8 постоянными С имеются два соотноше-
шя; следовательно, лишь 6 изъ нихъ независимы между со
бой. Можно • было бы поэтому 2 изъ нихъ выразить чрезъ 6 
осталъныхъ. Но мы этого делать не станемъ, а сохраним! вей 
8 постояпныхъ С, так! какъ, въ противномъ случае, получен-
ныя выше уравнешя лишились бы своей простоты ж сим-
метрш. 

Полученные результаты можно истолковать следующим1! 
образомъ. 

Пусть Ct, 02, С3—прямоугольньш координаты точки у, 

Далее, если Л, и, v —-направляющее сбв'ы плоскости 

IT) од+од+ад^ 

18) (7/ + (7s

2 + a 6

a = ( 7 7

2 . 

уоу', то из ! формулъ 14), сл'Ьдуетъ: 
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т. е. линт Оу, Ор и О у' леокатъ въ одной плоскости. На-
коненъ изъ формулъ 14) выводимъ 

uC4 + vC, +wCt=Ct*-» Оь

2 +-С\2=С7

2, 

въ силу 17) и 18). Отсюда на оенованш сказаннаго сл'Ьдуетъ 
что геометрическое место точекъ р есть прямая, проведенная 
чрезъ точку у' параллельно прямой Оу. Таковъ геометри
чески? смыслъ интеграловъ 14) и 15). Введемъ теперь уголъ 

LQOy'=<p. 

Очевидно: 

tgq>= = Gxu + C,v + C,w 
Оу1 О^с^ + С^ + С,2' 

Следовательно, интегралу 16) можно придать видъ: 

§ У. Займемся теперь приведешемъ получениыхъ инте-
граловъ въ виду: 

Vi=Oi, Уг=0%, • • • %=он. 

Уравнешя 12) даютъ: 

l)G= и' С — v> с = w' 
1 u2+v2+w2' 2 • • <и?+v2+w2' я u2 + v2+'W2' 

откуда 

2 3 ( V - f V - f w)2 

Следовательно, 
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Пользуясь этой формулой, мы преобразуема уравнения 
14), 15) и 16) въ сл'ВДУЮПЦЯ: 

П).С Т 

а (vw'—т')3+{го'и—юи'У+(т'—ш')9. 
u'2+v'2a-w'2 

III) Cs=t- u 2 + v 2 + w 2 

] / ' ( W — Ш ' ) 2 + (wu'—uw'y + (uv'—vu') X 

X a r c tang -

IV) 

—wv')2 -+- (wu'—uw') + (uv'—tm')2 •' 

g u'(uu' + VV* + WW1) 
4~~ ' ul2 + v'2 + w'2 

«(/ (uu1 + vv' +ww') 
06=ги- u' + v'2 + w'2 

Напомнимъ, что между постоянными имеются 2 соотно-
шешя 17) и 18) Результатом! всего, до сихъ поръ сказан
н а я , является следующее предложеше: 

Теорема I. Формулы 

гд'Ь 03f-—произвольная функщя отъ величинъ-О^,* (7 2

J , . . С8% 
определяемых! формулами I, II, III и IV и связанных! дву-
:мя зависимостями 17) и 18), представляютъ самое общее 
выражеше коэффищентовъ системы Bapianju : 

Su^A^ Sv^B.r, dw^C-r, 



обладагощихъ следующими свойствами: 1°. каждые три коэф
фициента A;, Bt и Gt содержать лишь t, uit vt и u'it v\ 
HW'S. 2°. множитель при каждомъ'mi въ левой части основная 
уравнешя обращается въ производную по t отъ функцш оэг-. 

Дргшташе. Въ каждомъ отд'вльномъ случае нужно бу-
детъ проверить, удовлетворяют^ ли величины А0 Bi} Gt, опре-
д'Ьляемыя формулами D), уравнешямъ 7) § П. Къ изсд'БДОвашю-
этого вопроса въ общемъ случай надеемся еще вернуться. 

§ VI. Разсмотримъ въ заключеше некоторые частные-
случаи. 

1° Еоэффищепты Ai} Bf и Gi не. содержать t. 
Въ этомъ случае, какъ легко убедиться, функщя <р долж

на содержать С3 лишь линейно, такъ что 

гдй /—постоянная величина, Q—произвольная функщя отъ 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, въ разсматриваемомъ случай изъ фор
му лъ D) следуете: 

19) д ^ — ^ - д*Ф -о 
' du'dt dv'dt dw'dt 

Следовательно, производная 

<?У — <fo - V 
dt dGa '8 

не содержись и', v' и w. Докажемъ, что эта производная есть 
величина постоянная. Для этого возьмемъ производную по t 
отъ лйвой части ур-!я 23), опред'вляющаго функщю др. Это 
дастъ въ силу 19): 

at du.dv.div 

Такъ какъ ~Х не содержите -и', v\ w', то отсюда заклю
чаема 

д\ дЪ д~К <А • 
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Следовательно, функщя ср, действительно, имеет* ука
занный выше видъ 

2°. Еоэффищенты Bt, Gt не содержать t, u^v^w^ 
Въ этомъ случай, какъ видно изъ формула Л), 

•wJu', v', w') . 
U^ + Vi-JrWi r 2 v ' 

где ipt и i/>2—функщи отъ указанныхъ аргументов*. Отсюда, 
выводимъ: 

djp __ д_%___ дщ 2^ . __ ^ _ 

jVl ^ 1 
^95 d w ' dq> dv' d<p dio' 
"du1 u2+v^+w2' <¥. u2 + v2 + w2' dw' u2+v2+,wi" 

Подставляя эти зстачешя въ уравнеше Е), найдем/л: 

дЧ>* + и ' дхР* + г , > дФа + и,,дфа + 2(т,+у^^ипо')^< 

dt ди dv , dw (ua-j-v3 + w9)* 

Это уравнеше распадается на два: 

, д\р~, , di/>„ „ . , д%р„ , . dip, . , dip-. , л , . dip, 

от du dv dw aw dv dw 

Замечая, что i/>2 не содержите и', v' и w', заключаем*, 
изъ перваго уравнешя: 
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т. е. t̂ »a—.—постоянная величина. Изъ втораго уравнешя слгвду-
етъ, что ipx—однородная функщя первой степени. Следова
тельно,- если к—произвольный множитель, то, 

\рх (ки', kv\ kw')=hj)l (и1, v\ го')., 

Полагая. 

1 
u2+v2+w2 ' 

^Найдемъ изъ ПОСЛГБДНЯГО уравнешя въ силу формулъ I)-

•откуда 

9°=Vi (Gi, c v ^ 3 ) +const. 

Итакъ въ этомъ случать ф—однородная фужцш первой' 
• степени величинъ Gv С2 и С 3, сложенная съ произвольной 
постоянной. 

3°. Шэффицгенты Ai} и Gt завислтъ лишь отъ 

Въ этомъ случае производныя 

д<р дф дф 
£=?г, ^ = < Р 3 , ^ г = У , 

зависятъ лишь отъ и, <о и го. Следовательно, 

Ф=и'фу + v'p2 +го'ф3 +ф4Г 

где 9^—-неизвестная пока функщя отъ t, и, v и го. Внеся 
это значеше въ Е), найдемъ: 
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dt ди dv dw 

V ди ' u2+v2-\-w2J " V dv u2+v2+w2 ) 
du u2-\-v2 + w О + 

+ t/ 
du ' dv ' u2 + v2 + w2 

du dw u2 + v2 + w2 v ^3 r 1 ' 

dv dw u2+v2+w2 

-t* 

= 0 . 

Замечая, что функщи 95 не содержать и1, v' и w\ за
ключаем* отсюда: 

dt du dv dw ' 

fi) 
дсрг 

d^ w a - H « a + « ; a ' du м а + и 3 + г и 2 

dgo, ,2 'wgo, 

=0;. 

dw • z^+v '+w 2 

dy a + dy>i + 2 
dw dv u*+v2+w2 W ° 2 + , y 9 V °) 

^ j f e + ^ a + Ь 2 Н , (шг,+шр 9)==о.. 
dv dw uJ-hvJ+w'л r s 3/ 
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Уравнешя а) даютъ: 
A) 9o 4=const. 

Изъ уравнешй /?) сл'Бдуетъ: 

В) g>1(u2+v2+w2)=F1(v, w); (p2(u2+v2 + w2)=F2tyo,u), 
9 2 3 ( м 2 + v 2 + w 2 ) = F 9 ( % v), 

гд'Б Ft, F2, Fx — неизвъстньтя нова функцш указанныхъ въ 
«кобкахъ аргументовъ. Помощью уравнешй В) мы легко пре
образуем! уравнешя у) въ слъдуюпця: 

С, dF, ^ dF2 л. dF, ^ dF, л . dJPe , AF, 
dv ди dw dv ои dw 

Эти уравнешя даютъ, если обратимъ внимаше на аргу
менты функщй F: 

^ i = ^i=o- d*F* -~ ^ - е - d'F> - d ' F * -о 
dv" dw2 ' dw2 ди2 ' du2 dv3 ' 

•откуда 

F1—a1+b1v+c1w + dtvw 

.. j i j F2—a2 4- Ь3г« 4- с2ад 4- <#2ш« 

IV' 3=а, + 5,« + Сз?) 4- $ 8 uv, 

гд'Ь a, &, с и 12 произвольных! постоянных!. Внеся но-
лутениыя значешя въ сР, найдемъ между постоянными слгв-
дуюпця соотношешя: 

е) d1+da=o, da+dt=o) ds + dl=o. 

Z) \+Cf=0, 63,4-C3=s*0, Z> 34-C 1=0. 

Изъ уравнешя г) вытекаетъ: 

^ = Й 3 = : ^ 3 = 0 , 



Изъ уравнешй £), полагая: 

\=в, ь 2 = р , ъа=д, 

выводим*: 

C l = - g , с 3 = — 22, с 3 = — Р ; 

следовательно, формулы Р примут* видъ: 

Fx=a^ + 22г>—Qw, 

F^—a^ + JPw—JRu, 

Fz—az + Qu—Py, 

в* силу чего уравнешя В) будут*: 

1 
л ) 9°i— - I З 2 —Qw); 

•<p = = _ i — a(a„-i-Jw—22%), Q0 ,==-r—-5 2 + —Bo), 

въ силу чего функщя 93 и коэффициенты А, В ж С системы 
вархащй определяются изъ формул*: 

гс'А+v'B+w'C 

^==^4-22v—Qw; B—a^ + Iw—Вщ C=a3+Qu—Fv 

Легко видйть, что въ данном* случае функщя у выра
жается чрез* постоянный (7 t, ( 7 а , . . следующим* образом*: 

—22(G4C?a—(7,(7^ + const. 
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§ I. Примвнимъ тотъ же щнемъ къ уравнешямъ: 

dt \и2+У; ,я+м/2/ 1 s 8 ди. 

1) т i t f ^ T S («==1,2.3,..») 
dt \u/2+v/2 + wi'2y 1 s s dvt

 v ' ' 

m.<L( w'* \—N+2\ dfs-
™г dt W ' + ^ ' + w / V • ' + 7 A ' dw. 

2) f{=o, f\—o,.. fA=o, (3n—h=u>o)} 

где смыслъ обозначений лрежшй. Введя снова BAPIANM d\-, 
8у( и dwif допусваемыя условными уравнешями 2), придемъ 
къ следующей основной формуле: 

3) 2mt J d \ . * f - r ^ h + ^ C - r r - ^ r , Л + 
.i \ 1 dt\u'i

2+v,

i

2+wi

2J dt\u'i

i + vi* + wi

aJ 

+ Swt —C-r^— 4i n ) \ = s № A i + M M +NJwA-
dt \u!t*+v *+w * J) K 1 1 1 1 1 11 

Пусть снова Au Вг и Ог—коэффициенты возможной с и 
стемы вар1ащй. Сохраняя постановку предыдущей задачи, най
демъ для ихъ опред'влешя уравнеше; 

dt\ u,2+v,2+w'* ) dt \ u

l2+v'2+wt2 J 

+ G 'L ( w ' \ ~ ^2? 
• dt. \ v^-hv^+w'2 ) dt ' 

гдгв, значекъ, i опущенъ, 99—неизвестная пока функщя отъ t, 
и, v\ w, %'\ v и w1. 

Раскрывая это уравнеше, найдемъ: 
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\ A _ 2%i (Au' + Bv1 + Cw') 

+ v" 

ul2+v'2+w'2 

I B ... 2v'(Au'+Bv' + Cw')} 

l „ . ' 2 , „.П , . . . ' 2 

2м/ (Att + Bv' + Cw1) 
г..IS . . . . . / 2 4 2 

+ 

= d2.„r+
 dJRy+

 dvw». 
dt du dv dw du dv , dw 

Сравнеше обйихъ частей даетъ: 

4) 

A 2u' (Au'+Bv' + Cw') ^d<p 
u'2+v'2+'w12 (v,l2+v'2 + iv'2)2 

^d<p 

В _24 (Au' + Bv' + Cw') • dip 
u'2 + v'2 + tu'2 (u,2 + v'2-hw'2)2 

• dip 

С ! 2w' (Au'+B'v + Cw') d(p . 
и'2+vl2+w'2 (u'-'+v'^+w12)2 dw" 

для" опред'Ьлешя, go .нужно будетъ интегрировать уравнеше:, 

at ди dv dw 

Найдя go изъ этого уравнешя, определим* изъ 4) коэф-
фищ'ентьт А, В ж О. Урашеше 5), очевидно, даетъ: 

I) gp—F (ty!—и, tv'—v, tw'—го, и', w1, w')} 

гд'Ь F—зиакъ Произвольной функфк. 
§ П. Разсмотримъ лишь тотъ частный случай, когда 

коэффицгенти.А, В и С ио содержат* ввлиЧииъ V, v1 ж w'. 
Замечая, что въэтомъ случай уравйегоя 4)'можно йред* 

ставить въ следующем* видй: 
2 
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дер d~X dtp дЪ дф__дк_. Au' + Bv' + Ш 
дй1 = Ш ' ~d7~~dv'] dw<~~ dw1' — u" + vl!l+wn 

заключаемъ, что самое общее выражеше д> будетъ: 

„ч Аи' + Bv' + Cw' „ ч 

гдгЬ JF\—произвольная функщя указанных! переменных!. Дод-
становка этого значетя въ уравнеше 5), которому должна удо
влетворять функщя 95, даетъ: 

dt ди dv dw u'2+vl2+w12 V dt 

, дВ ,дС\ 1 f , / , дА , , дВ , , дО\ ^ 
dt dt J u'2+v,2+w{2 { V <ж ди du / 

,/ ,дА , , дВ , . <?С\ . / , dA , ,dB , dC\\ 
\ dv dv dv J \ dw dw dw J) 

Освободивъ уравнеше отъ знаменателя и приравиявъ нулю 
коэффищенты при степеняхъ ад', v' и го', найдемъ: 

' du dv dw ' ; dt dt dt ° 

dt du dt dv dt dw 

w two aw du du dv 

Системы 7) и 8) показывают!, что Ft зависитъ лишь 
отъ t, функцш же А, В я С не содержатъ t, Отсюда и изъ 
уравнешй 9) сл'Ьдуетъ: 

Au' + Bv' + Cw1 
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дЛ _ дБ = дС dj\ _ а 

ди dv dw dt ' 

гд$ а—произвольная постоянная. Следовательно, 

11) А=аи + фг (v, w), B=av + go2 (w, и), C=aw+<pb (u,v), 
F1——at+b, 

гдй cpi: 9?2 и ф3—неизвестная пока функцш указанных* пе
ременных*, Ъ—новое произвольное постоянное. Подставляя 
значешя 11) величин* А, В и С въ 10, найдем*: 

dJ$i + %Ь =0

 дЪ. + = 0 2£» + ^ 1 = о 
dv du ' dw dv ' ди dw ' 

откуда, какъ изъ системы д) I, выведем*: 

Ф{=йх + Bv—Qw, ф^—a^+Pw—Ви, ф3—а3 + Qu—Pv, 

где at, а 3 , а3, Р, Q и В—новыя произвольным постоянныя. 
Въ силу найденных* значенШ в е л и ч и н * ^ , ф2 и ф3 мы мо-. 
жемъ представить уравнеше 6) в* следующем* виде: 

П) ф=—at + Ъ+u„+ln+wn { и> К + т+Bv—Qw) + 

+v' {а2 + av + Pw~Bu) + w' (at + aw + Qu—Py) j 

Система уравнетй 1) обладает* любопытными свойства
ми, сбдилшощими ее с* уравиешями динамики. Въ самом* 
деле, применяя K*'1|JQpliy^^ 

d fu'fiu + v'dv+w'dw) _ л d_ Г и' \ 
Ш\ i^+v^+w'* I dt \u'3+v,3+w") 

n d ( v' \ ,<b,--d ( w' \g. 
+ dt Kif+^+ri*) dt U " + » " - M » " 7 

2* 
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мы представим! ее въ сдгЬдующемъ виде, полагая для крат
кости: 

d * м + * М ^ М ^ и у w 

dt i и* + + w / J y 

Следовательно, полагая для 

A) it==t!> <У«.=(Г«у=(Уад,.=о, 
ti 

B) \dt(U'-h3hg]/2T)=o. 

to 
Если есть функщя XI, для которой: 

_ _ dU ,, dU ЛТ dU 

то полученное уравнена приметъ видь: 

В) 6, f dt {U+log-\/ri)=o. 
J to 

Уравнешя В) ж D) соответствуют! принципу Гамильтона.-
Пусть qt , . . . д>—ju иезависимь1хъ^11ё^шенныхър по

мощью которыхъ величины и, v и w обращают! условныя 
уравнешя 2) въ тожества. Юбозначимъ для краткости: 
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и допустим*, что функщя U не содержит* и', v' и w'. 'Она 
не будет*, следовательно, содержать величин* of. Обращаясь 
к* выражешю А) ветчины 2 Т, заключаем*, что она будет* 
содержать q'.. Следовательно, 

^Zr=S ^6gi: dlog)/W=2 1од-)/Ш # q + 2 dlog^W, 
hi » dqt » dq[, l' 

Внеся эти значешя въ формулу D и замечая, что в* 
•силу условШ А') • 

найдем*: 
п . •• 

•откуда 

Эти уравнешя отвечают*, второй форме J[arjiaj^EBBIX*__ 
уравнетй дгаамики^ перем*чЁь™ 
них* 1^^11сГш перюйннымъ q совершается посредством:* 
формул*, ие содержащих* i. Это, очевидно, возможно лишь 
въ том* случае, когда условньтя уравнешя не содержат* t. 
Въ этом* предположении 

oqa s 6qs s dqs 

•т. е. и', v' и w'—лииейныя однородная фушпДи величин* q'. 
Но из* выражения А) величины 2Т следует*, что она—однород
ная функщя степени [л—Щт^ величии* u'yv'v.w'. Отсюда ви-
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текаетъ, что Т—однородная функщя степени и величинъ дЛ 
Следовательно, 

Полагая для краткости: 

G) 1од-]/Ш=Ти 

введемъ иовыя перем'Ьнныя: 

Формула G) даетъ: 

; dq's 2Tdq's

 P s 

Следовательно, въ силу Е) и F): 

К) .2 ^ i,=2p/tr= f , 

откуда дифференцировашемъ находимъ: 

o=2q'sdps + 2ps dq's, 

o=fiT2ja dpsA-2T2ps dq\. 

Но, если Т—функщя перемеииыхъ qs и qj, то 

dT=20^dqs + 2^rdq', 
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Отнимая отъ этой формулы предыдущее уравнеше, по
лучим* въ силу форму ль J): 

дТ 
L) dT=2 ^ dqs~2T2q\dps 

Положим*, что мы разрешили уравнешя Л) относитель
но S'n 0.2} • • d's и внесли найдеиныя значешя въ U и Т. 
Первая изъ этихъ функцш не изменится, такъ какъ она ве
личин* q' не содержала; вторая сделается фунюцей ВСЕХ* q9 

и jps. Въ этом* предположении 

(!) ь+* (|) 
гдй для оадвтя скобками обозначены новыя производная. Срав
нивая эту формулу с* L), получим*: 

или въ силу О): 

В* силу первой изъ этихъ формул* и уравненШ Л) 
уравнеше Е) примет* вид*: 

dp, _ д(Тг + Z7) 
dt dps 

Зам-Ьчая, что ps не входят* въ IT, мы вправе написать вто
рую из* формул* Ж) въ вид'Ь: 

dt dps 
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Иди, полагая: 

I) Тх + U=iy2T+ U—E(t, ft, qt, q^,.. j>„ p„ .. prf, 

получимъ окончательно: 

dt dqs dt dps

 y • ' • •. 

Эти уравнешя отвгвчаютъ Гамидьтоновой фож'Ь^уравне 
шй динамики^ Въ нихъ Ж—функщя отъ i, qs и ps. 
~ - Д а л ^ е л е г к о проверить, что интегралы системы II да-
ются формулами. 

ГД'Б 

V=f ft ffl) ft, • • u\h «1 , • • 

—общгй интегралъ уравнешя: 

I V ) Ж""Ч*' 0% ' dq2' • • • ^ г ) = ° ' 

содержащей, кром'Б прибавочнаго постояннаго а, .а произвола 
ныхъ постоянннхъ а.г, а 3 , . . а^. 

Въ заключеше пусть 

in 

Образуемъ Bapianuo 
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$V=S I dt (1\ + 17). 
to 

Помощью переделок*, уже встречавшихся выше, найдем*: 

6V= 
I ifo 

Замечая, что множитель при 3qs равенъ нулю въ силу 
уравнен!! Е), получим* на основаши формул* Л): 

dV=Sps 3q-Sp\ Sq\. 

Предполагая, что уравнешя Е) или II) объи-нтегрирова-
ны, мы выразим* 8 въфункцш t, qs и q°s) тф #р,—началь-
ныя значешя величин* qs. Следовательно, 

Of а 

Сравнивая это выражеше &V с* предыдущим*, найдем*: 

д7_ дГ 
%U~~P*> dq% 

Следовательно, .у^шт^м* уравнения IV, Проверим* 
.это, формула IJ: дает*; 

d J - % + ^ + u -
и +22". 

Но 

dV SV d F , дГ , 
dt dt 
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откуда 

Но по формуле К) 

следовательно, 

~ — Н^о. Q.E.D. 

Итмъ вся теощя травренШ динамики, действительно, 
съ^;,:незначитмьными изменёшя^ 
системе 1). 

III. 

I. Разсмотримъ въ заключеше уравнешя динамики. Основ
ная формула, соответствующая этому случаю, совпадаетъ съ 
принципом! Даламбера: 

Если А, В ж О—коэффищентн возможной системы пере-
мещенШ cfoc, 8у и &т, то при прежней постановке задачи 
будемъ иметь: 

+ ^ <М. + depots' 
дне dt Ж/ dt d7~dl 

откуда 
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дх' ду' ds' 

Функщя ср определится изъ уравнешя: 

3 ) $ + ^ + * 2 ^ 

dt дх ду ds ' 

которое даетъ: 

4) cp=(tx'—x, ty'—y, tz's, х', у', г'), 

гдгЬ F—знак! произвольной функщи. 
II . Первый частный случай: коэффициенты А, В и G' 

содержать лишь х', у' и s'. Формулы 2) показывают!, что 
въ этомъ случае 

5) cp=F1 (ccf, у', s')+F2(t, х, у, s), 

где Fx и Fs—неизвестныя пока функщи отъ указанных!, 
переменных!. Постановка этого значешя ср въ 3) даетъ: 

dt дх ду ds 

Но Fa не содержит! х', у', s'\ следовательно, 

dF2 dF3 dFa дЖ9 ™ 

dt дх ду ds 2 

Итакъ в ! этом! случае 

rp=Fx (х\ у', +const. 
II. Второй частный случай: коэффищентн А, В и G 

содержат! лишь х, у, г. 
Формулы 2) даютъ въ этом! случае: 



6) <p~<pxx' + <pa y' + cpss' + <p 

гдй 90,, 902, 9D3—функщи лишь отъ x, у, г, до,—функщя отъ 
(t, х, 2/, в). Подставляя это значеще въ 3), найдемъ: 

^ 4-Ж' ( х'^ + у ' ^ + + 
dt дх ду oz \ дх ах ох/ 

+ у> ( V ^ - h / ' ^ W д-Ь-) + 
\ ду ду ду ) 

\ dz ds дв J 

Приравнявъ нулю коэффициенты при степенях* х', у' и 
V, получим* систему: 

7 ) d<pt _ ду, _ ддр, _дср1__о 

' dt дх ду дх ' 

8 ) дд>,__дср2 _д<р3__о 

1 дх ду дя 5 

9) ^ з + ^ = о ; ^ 1 + ^ з = о ; ^ + ^ = 0 . 
ду dz дя • дх дх ду 

Изъ уравнешй 7) следует*: 

95 d=const. 

Уравнешя 8) показывают*, что срг не содерлшт* х, <р%— 
у ж ср%—з. Следовательно, уравнешя 9) дадут*: 

(Рг—a^ + By—Qz, 9э 8 =а э + Р#—Вх : gps=as + Qx—By, 

•откуда, 

•<р=х' (ах+Ву—Qg).+y' (аа + Ег—Ма>) + 01 (as + Qx—Iy) + 
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+ c o n s t . r ^ x' + a2y' +a3 si + P(y'z—s'y) + Q (s'x—dsn)+В (dy— 
—y'x) + const. 

Это выражение содержитъ въ себ'Ъ, какъ частные случаи, 
интегралы движешя центра инерцга и интегралы площадей. 

16 августа 1894 г. 
Д. Ж. Звйлшеръ. 


